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            Цели урока: 
 •закрепить, повторить и обобщить 
знания, полученные при изучении темы: 
«Интеграл» 
 •закрепить практические навыки 
вычисления определенного интеграла 
 •рассмотреть практическое 
применение данной темы в физике 
 



: 

1. f(x)=10x 
2. f(x)=x² 
3. f(x)=5 cos 𝑥 
4. f(x)=6x² 
5. f(x)=3 

6. f(x)= x²
3

 

7. f(x)=
1

x²
5  



Объяснение задания: В клетках таблицы записать функции. Для 
каждой функции найдите первообразную и запишите соответствие 
клеток. Например: ответ 1-9 и т.д. 
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𝑽 = 𝝅𝑹𝟐 ∗ 𝑯 
R 
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Ученые Среднего и Ближнего Востока изучали и переводили 

труды Архимеда на общедоступный в их среде арабский язык, 

но существенно новых результатов в интегральном исчислении 

они не получили. 

Деятельность европейских ученых в это время была еще более 

скромной. 

Труды Архимеда, впервые 

изданные в 1544г. (на 

латинском и греческом 

языках), стали привлекать 

широкое внимание, и их 

изучение явилось одним из 

важнейших отправных 

пунктов развития 

интегрального исчисления. 



1571г – 1630г 

И. Кеплер Б. Кавальери 

1598г – 1647г 

Э. Торричелли 

1608г – 1647г 

Дж. Валлис 

1616г – 1703г 

Б. Паскаль 

1623г – 1662г 

П. Ферма 

1601г – 1665г 



Интеграл - разность 

соответствующих значений 

превообразной функции 

Интеграл - сумма всех бесконечно 

малых дифференциалов 

 𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 = 𝐹 𝑎 − 𝐹(𝑏)
𝑎

𝑏

  𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 = 𝑓 𝑥𝑖 ⅆ𝑥𝑖

𝑎

𝑏

 

И. Ньютон 

1642г – 1726г 

Интегральное исчисление независимо друг от друга 

создали 
Г. Лейбниц 

1646г – 1716г 



И. Бернулли 

Л. Эйлер 

Ж. Лагранж 

(1655г - 1705г) 

(1707г – 1783г) 

(1736г – 1813г) 



 

Символ   введен Лейбницем  

(1675г.). 



Современная терминология было создана 

только в конце 18 века 

Термин «интеграл» 

впервые в печати 

употребил  Я. Бернулли 

в 1690г, после чего в 

обиход вошло 

«интегральное 

исчисление» 



О. Коши Б. Риман 

(1789г – 1857г) (1826г – 1866г) 



М.В. Остроградский В.Я. Буняковский 

Н.И. Лобачевский П.Л. Чебышев 

1801г – 1861г 

1729г – 1856г 

1804г – 1889г 

1821г – 1894г 



           Различные обобщения понятия интеграла уже 

       в начале 20 столетия предложили математики:  

А. Лебег 

А. Данжуа 

А.Я. Хинчин 

(1875г – 1941г) 

(1884г – 1974г) 

 

(1894г - 1959г) 

 



 

 



 

                                       Приращение F(b)-F(a) любой 

из первообразных функций F(x)+c при изменении 

аргумента от x=a до x=b называют определѐнным 

интегралом от a до b функции f и обозначается  ,     

    

 𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 = 𝐹 𝑎 − 𝐹(𝑏)
𝑎

𝑏

 

                                                   

                                             Определенный интеграл 

есть предел интегральной суммы, число членов 

которой неограниченно возрастает, а каждое 

слагаемое стремится к нулю.  

 𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 = 𝑓 𝑥𝑖 ⅆ𝑥𝑖

𝑎

𝑏

 







, - измеряемая 
характеристика 

физических объектов или 
явлений. 





Законы физики-
сформулированные словесно или 

в математической форме 
утверждения, которые 

характеризуют объективно 
существующие связи между 

предметами и явлениями 
природы. 





 





















Нахождение пути, пройденного 

телом при прямолинейном 

движении. 

V=const   (равномерное движение)             S=Vt 

 

V=f(t) (неравномерное движение)  

                                              dS=V(t)dt                       

 

«Путь, пройденный телом равен 
интегралу от скорости, взятому по 

времени» 



Тело брошено с поверхности Земли вертикально 

вверх со скоростью V=29,4-9,8t  м/с.  

Найти наибольшую высоту подъема тела. 

V=29,4-9,8t 

t₁=0 

V(t₂)=0 

S-? 

1.  t₂- ? 

      29,4-9,8t₂=0 

       t₂=3 

2. 
 

 
. 

Ответ: 44,1 м. 

       
 

= 

= 

3 

0 
=44,1 м . 



Скорость движения тела задана уравнением 

V=18t-3t²  м/с. 

 Найти путь, пройденный телом от начала 

движения до его остановки. 
 

V=18t-3t² 

t₁=0 

V(t₂)=0 

 
 

1. t₂- ? 

18t₂-3t₂²=0 

6t₂-t₂²=0 

t₂(6-t₂)=0 

t₂=0     t₂=6 
 
 

=9*6²-6³=6²(9-6)=36*3  

Ответ : 108 м. 

2. 

S-? 

=108 м. 

= 

0 

6 

=(9t²-t³)  

0 

6 

= 



Работа переменной силы  

F=const     A=FScosα , α=0°          A=FS  

F=F(x)  dA=F(x)dx          
«Работа , произведенная силой, равна интегралу от силы взятому по пути» 

 Вычисление работы 

затраченной на упругое 

растяжение (сжатие) 

 
 
 
 
 
 
 

x 

 F=kx  Закон Гука 

dA=kxdx 



Силой в 80 Н пружина растягивается на 0,02м. 

Первоначальная длина  пружины 0,15м. Какую работу нужно 

совершить, чтобы растянуть ее до 0,2м? 

F=80Н 

L₀=0,15м. 

x₁=0,02  

L=0,2  

 

1. F=kx₁           k=     =         = 4000 Н/м   

2.Пружину требуется 
растянуть на  
 L-L₀=0,2- 0,15=0,05 м. 

        

 
 

=2000*0,0025=  

Ответ : 5 Дж. 

0 

0,05 

= 

А-? 

5 Дж. 



Сила в 60 Н растягивает пружину на 2 см. Первоначально 

длина пружины равна 14 см. Какую работу нужно 

совершить, чтобы растянуть ее до 20 см?  

F=60 Н 

x₁=0,02м 

L=0,2м 

L₀=0,14 м 

А-? 

1. F=kx₁           k=     =          = 3000 H/м 

 2.Пружину требуется растянуть на  
L-L₀=0,2- 0,14=0,06 м. 

                                                  = 1500x² 

               1500*0,06²= 5,4Дж.  

              Ответ : 5,4 Дж. 

0 

0,06 



Работа переменной силы  

F=const     A=FScosα , α=0°          A=FS  

F=f(x)  dA=f(x)dx          
«Работа , произведенная силой, равна интегралу от силы взятому по пути» 

 Вычисление работы 

затраченной на упругое 

растяжение (сжатие) 

 
 
 
 
 
 
 

x dx 

 F=kx  Закон Гука 

Вычисление работы,  производимой 

при поднятии груза  

H 

dA=ρdVgx 

dV=Sdx, S=Пr² 

r 

A=mgH , 

m=ρV 

dA=kxdx 



Цилиндрический резервуар с радиусом основания 2 м и 

высотой 3 м заполнен водой . Вычислить работу, которую 

необходимо совершить, чтобы выкачать воду из резервуара  

r=2м 

Н=3м 

g=10 м/с² 

ρ= 10³ кг/м³ 

r 

dA=ρdVgx 

dV=Sdx, S=Пr² 

ρgПr² x²     н 
 2 

0 

=ρgПr² H²       
2 

=10*10³*3,14*2²*3² 
2 

Ответ: 565,2 кДж 

                
=565,2кДж 

H dx 
A-? 



Прямоугольный резервуар, основанием которого служит 

квадрат со стороной 3 м и  высотой равной 2 м , заполнен 

водой. Вычислите работу , которую необходимо совершить, 

чтобы выкачать воду из резервуара. 

                                                                                       а=3 м 

                                                                            Н=2 м 

                                                                            g=10м/c² 

                                                                            ρ=10³ кг/м³ 

 

dA=ρdVgx 

dV=a²dx 

= = 

=180 кДж. 

Ответ:180 кДж. 

dx 

a 
H 

0 

Н 
А-? 



Пирамида Хеопса представляет собой правильную 

четырехугольную пирамиду высотой 147 м, в основании 

которой квадрат со стороной 232 м. Она построена из камня, 

плотность которого 2,5*10³ кг/м³. 

 Найти работу против силы тяжести, затраченную при 

постройке. 

Пирамида Хеопса  



                       
Пирамида Хеопса 

                    

 

 
 

2. Из подобия треугольников: 

 

                     у=    (Н-х) 

 

3. Рассмотрим тонкий слой пирамиды,          
толщиной dx ( параллелепипед) 

                              dV=y²dx 
  4.При подъеме этого слоя была проделана  

работа                 

                           dA=ρdVgx 

 

   dA=gρ     x (H-x)²dx 

  

1.Найдем сторону у квадрат, 

получающегося в горизонтальном сечении 

пирамиды на высоте х   

           
       ρ=2,5*10³ кг/м³ 
       Н=147 м. 
        а=232 м. 
        g=9,8 м/c² 

x 

А-? 

= 

у 

а 



 

𝐴 = 𝐴 𝐻 =  ⅆ𝐴
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4
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𝐻2
𝐻4

2
−
2𝐻4

3
+
𝐻4

4
=

g𝑝𝑎2

12
∗ 𝐻2 

a=232 м, Н=147 м , ρ=2,5 г/ см3=2,5 т/ м3 , получаем 
А=2,37*1012 Дж=2,4*105 тонно-километров 

 
 
 



Заполнить таблицу рефлексии. Подчеркните, 
пожалуйста, те состояния, которые вы испытали на уроке 

Интерес 

Беспокойство 

Эмоциональный подъем 

Удовольствие 

Раздражение 
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